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- Savoir

oute décision comporte des risques.
T Choisir le meilleur moment pour agir
ou pour seretirer est crucial. Quand
une entreprise d'informatique élabore une
nouvelle version de son logiciel phare, elle
doit décider quand s’arréter de la parfaire
et la mettre sur le marché. Lorsqu’un
cyclone s’approche, les autorités doivent
déterminer quand il est temps de com-
mencer a évacuer. Un mauvais choix
peut se solder par un désastre. Napoléon
en a fait la triste expérience apres avoir
envahi la Russie. Avec des conséquences
moins graves, nous sommes constamment
confrontés a des décisions d'arrét, que nous
cherchions une meilleure place de sta-
tionnement, répondions a une offre d’em-
ploi ou préparions notre départ a la retraite.
Tous ces problémes s’inscrivent dans
unméme cadre: un processus évolue dans
le temps en faisant intervenir une part
d’aléas et, en se fondant seulement sur1'in-
formation disponible, on doit décider com-
ment maximiser la récompense ou
minimiser le cotit. Parfois, on dispose de
peu d'information sur la suite des événe-
ments. Dans d’autres cas, I'information
abonde. Personne ne prédit I'avenir avec
une certitude absolue, mais, heureuse-
ment, la puissance de la théorie des pro-
babilités augmente parfois les chances
de faire le bon choix.
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Theodore Hill

La science des probabilités est assez
récente. L'un des premiers écrits sur les
probabilités, De [udeo aleae de I'Italien
Jérome Cardan, datant de 1564 et qui
dutattendre unsiecle avant d’étre publié,
analyse essentiellement les jeux de dés.
On attribue généralement les débuts
mathématiques des probabilités a un
échange de lettres en 1654 entre Blaise Pas-
cal et Pierre de Fermat. Eux aussi s'inté-
ressaient aux probabilités en relation avec
les lancers de dés, pour déterminer par
exemple s'il est raisonnable de parier un
contre un qu'un double six se réalisera en
24 lancers de deux dés non pipés. Certains
soutenaient que oui, mais la véritable pro-
babilité d’obtenir un double six en 24 lan-
cers est d’environ 49,1 pour cent.

Cette correspondance a inspiré d'im-
portantes avancées réalisées par d’autres
mathématiciens au XIX® siecle. Cependant,
il a fallu attendre longtemps une défini-
tion suffisamment précise des probabili-
tés pour étre utilisable efficacement en
mathématiques ou dans les sciences expé-
rimentales: ce n’est qu’en 1933 que le
mathématicien russe Andrei Kolmogorov
a donné aux probabilités un fondement
axiomatique formel.

L'histoire des problémes d’arrét opti-
mal, une branche de la théorie des pro-
babilités, a également pour point de départ
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lesjeux de hasard. L'une =
des premiéres découvertes est e
due au mathématicien anglais Arthur
Cayley. En 1875, il trouva une stratégie
d’arrét optimal pour l'achat de billets de
loterie —stratégie a laquelle on trouva peu
a peu des applications plus larges.
Durant la Seconde Guerre mondiale,
I’ Américain d’origine hongroise Abraham
Wald et d"autres mathématiciens ont déve-
loppé le domaine de I'analyse séquentielle
statistique pour aider les militaires et les
industriels confrontés a des paris straté-
giques faisant intervenir des quantités
énormes d’hommes et de matériel. Peuapres
la guerre, I’Américain Richard Bellman a
inventé la programmation dynamique afin
d’obtenir des stratégies optimales pour de
nombreux autres problemes d’arrét. Dans
les années 1970, 1a théorie del'arrét optimal
s’est érigée au rang d’outil essentiel dans
la finance quand Fischer Black et Myron
Scholes ont découvert une formule pion-
niere pour évaluer les actions boursieres.
Cela a transformé les marchés financiers du
monde entier, et a valu & M. Scholes et son
collegue Robert Merton le prix Nobel 1997
d’économie (Black était décédé entre-temps).
La formule de Black-Scholes est aujour-
d’hui au fondement de I'évaluation des
options financieres, et les outils d"arrét opti-
mal quila sous-tendent restent un domaine
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Dans les jeux de hasard, les mathématiques indiquent
parfois quel est le meilleur moment pour s’arréter de jouer.
Ces stratégies d’arrét optimal s’appliquent

aussi dans d’autres situations.

derecherche trés actif. Mais méme les outils
élémentaires de la théorie de I'arrét opti-
mal offrent déja des solutions puissantes,
pratiques et parfois surprenantes.

Supposons que vous soyez une femme
ayant décidé de se marier, et que pour sélec-
tionner 'homme de votre vie, vous ayez
un entretien avec un maximum de 100 can-
didats. Les entretiens sont conduits dans
un ordre aléatoire, et vous n’avez aucune
information sur les candidats auxquels
vousn'avez pas encore parlé. Apres chaque
entretien, vous avez le choix entre épou-
ser le prétendant ou perdre a jamais la pos-
sibilité de le faire (voir la figure 1). Si vous
ne vous étes pas mariée apres le 99¢ entre-
tien, alors vous devrez épouser le centieme
candidat. L'objectif est évidemment d'épou-
ser le meilleur des 100 prétendants.

Choisir
le bon prétendant

Le probleme a une longue et riche histoire
dans la littérature mathématique, ot on
le rencontre sous toutes sortes de noms:
probléme du mariage, de la secrétaire,
de la princesse, de la dot, du meilleur
choix... Certes, vous pouvez sélectionner
le meilleur époux avec une probabilité
d’au moins 1/100 en épousant tout sim-
plement la premiere personne. Mais pou-
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vez-vous faire mieux ? En fait, il existe une
régle garantissant que vous épouserez le
meilleur de tous les prétendants plus
d’une fois sur trois. Et cette regle peut se
transposer a d’autres scénarios.

Enro6lé dans’armée del’air américaine
durant la guerre du Vietnam, John Elton,
aujourd’hui mathématicien a 1'Institut
de technologie de Géorgie, avait trans-
formé le probléeme du mariage en une com-
bine pour se faire de I'argent a la caserne.
J. Elton demandait a ses camarades avia-
teurs d’inscrire 100 nombres différents,
positifs ounégatifs, aussi grands ou petits
qu'ils voulaient, sur 100 bouts de papier,
de les mettre a I'envers sur une table et
de les mélanger. Il pariait avec eux qu’en
retournant les papiers un par un, il sau-
rait s’arréter sur le plus grand nombre
avant de tous les retourner.

J. Elton avait convaincu ses camarades
qu'il était «évident» que ses chances de
gagner étaient infimes et leur deman-
dait dix dollars s'il gagnait, tandis qu’il
leur offrait un dollar s’il perdait. Les
parieurs se bousculaient. MémesiJ. Elton
perdait presque les deux tiers des fois, il
en gagnait dans plus du tiers. Et avec cette
mise de dix contre un, il empocha une
belle somme. Comment est-ce possible?

Tout d’abord, il faut savoir qu’il existe
une stratégie trés simple pour gagner dans

— O

© Shutterstock/3dts

L’ESSENTIEL

vV Le probléeme de I'arrét
optimal consiste

a déterminer quand

il convient d’interrompre
un processus faisant
intervenir une part de
hasard, afin de maximiser
un gain moyen ou
minimiser un coGt moyen.

¢/ Les mathématiciens
ont déterminé des
stratégies optimales dans
de nombreux cas de figure,
par exemple pour un jeu
consistant a s’arréter sur
le maximum de points
affichés par un dé lancé
cinq fois au plus.

¢/ Mais méme certaines
questions simples sur
des tirages a pile ou face
sont encore non résolues.
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une personne auditionne un a un

les candidats. A chaque audition, soit elle

1. DANS LE PROBLEME DU MARIAGE,

Dunne
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plus d'un quart des cas, ce qui lui aurait
déja suffia prendre l’avantage. Qualifions
unnombre observé de «record » s'il s"agit
du nombre le plus grand rencontré jus-
qu’a présent. Supposons que vous retour-
niez la moitié des cartes ou bouts de papier
(ou que vous interviewiez les 50 premiers
candidats au mariage) sans vous arréter,
quelle que soitla valeur, méme élevée, du
nombre écrit. Vous vous arrétez ensuite
au premier record atteint. Si le deuxieme
nombre plus élevé des 100 cartes se trouve
étre dans les 50 premieres que vous retour-
nez, et que le plus élevé se trouve dans la

Si aucun record n’apparait pendant
cette durée, alors passez al'étape suivante
ol vous vous arrétez sur 1'un des deux
nombres les plus élevés pour une certaine
durée fixée, et ainsi de suite. Pour k = 2,
cette méthode garantit a plus de 57 pour
cent de s’arréter sur 'un des deux
meilleurs, méme s’il y a un million de
cartes. Pour N petit, la probabilité est assez
élevée. Ainsi, pour N =7 etk =2, la stra-
tégie garantit que'on gagne dans les deux
tiers des cas (voir la figure 3).

Maintenant, supposons que vous ayez
a décider quand s’arréter dans un choix

épouse le prétendant, soit elle I'élimine
définitivement. Une stratégie permet

de choisir le meilleur candidat avec

une probabilité assez élevée : auditionner

entre seulement deux cartes (N = 2):
vous en retournez une et vous devez juger
si le nombre inscrit est supérieur au

seconde moitié (ce qui se produit une
fois sur quatre), alors vous gagnez.

environ un tiers des prétendants, puis G nombre caché sous 'autre carte. L'éton-
s'arréter sur le premier prétendant a’gn er . nant résultat, avancé a I'origine par David
qui soit meilleur que ceux déja passés. plus d’une fois Blackwell, de 'Université de Californie

sur trois a Berkeley, est que I'on peut gagner a ce
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Cette stratégie est bonne, mais il en existe
une meilleure encore (voir la figure 2). N'ob-
servez que 37 cartes (ou époux poten-
tiels) sans vous arréter, puis arrétez-vous
au record suivant. John Gilbert et Frede-
rick Mosteller, de I'Université Harvard,
ont prouvé que cette stratégie est la
meilleure et garantit que I'on s’arrétera sur
le plus grand nombre dans environ 37 pour
cent des cas. Plus précisément, on montre
qu’en observant N/e = 37 cartes, N étant
le nombre total de cartes et e étant la base
des logarithmes naturels (¢ = 2,71828...),
on est sfir de gagner avec une probabilité
supérieure a 1/e > 0,36, quel que soit le
nombre de cartes.

Parfois, le but est de s’arréter sur
'un des k meilleurs nombres ou candidats
parmi N. Autrement dit, vous gagnez si
vous vous arrétez sur 1'un des k nombres
les plus élevés. Aux jeux Olympiques ou
aux courses, I'objectif correspond souvent
au cas k = 3 (gagner une médaille ou étre
placé) plutot que le tout ou rien du cas
k =1 (gagner la médaille d’or ou arriver
en téte) qui est beaucoup plus risqué.

La stratégie optimale pour s’arréter
sur I'un des k meilleurs est semblable a
celle pour s’arréter sur le meilleur. Tout
d’abord, il vous faut observer un nombre
fixé de candidats sans vous arréter, afin
de constituer une base de référence. Puis,
pour une autre série fixée de tentatives,
arrétez-vous si vous tombez sur un record.
Comme ce sera provisoirement le meilleur,
il estassez vraisemblable qu'il s’agira d'un
des k meilleurs.
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jeu plus d’une fois sur deux (voir la figure 4).

A T’évidence, on peut gagner exacte-
ment une fois sur deux en s’arrétant sys-
tématiquement sur le premier nombre, ou
systématiquement sur le second, sans
méme les regarder. Mais pour gagner dans
plus de la moitié des cas, on doit trouver
un moyen d’utiliser I'information liée au
premier nombre pour décider s'il convient
de s’arréter ou pas.

Une régle d’arrét qui le permet est la
suivante. Tout d"abord, générez un nombre
aléatoire R selon une loi gaussienne (loi de
distribution statistique classique, dont la
courbe représentative — en abscisse les
nombres, en ordonnée leurs fréquences de
tirage —a une forme de cloche) al’aide d'un
ordinateur ou d'un autre dispositif. Retour-
nezalors 'une des cartes et lisez le nombre
écrit dessus. Si R est supérieur au nombre
observé, continuez et retournez la seconde
carte. Si R est inférieur, restez-en au nombre
indiqué sur la premiere carte.

Comment une stratégie aussi simple
garantit-elle de gagner dans plus de la
moitié des cas? Notons N, et N, les deux
nombres inscrits, avec N; < N,. Soit p la
probabilité (inconnue a priori) de choisir,
selon laloi gaussienne, un nombre R infé-
rieur a N;, et g la probabilité de choisir
un R supérieur a N, (voir la figure 4).

Supposons R inférieur a N, ; dans cette
hypothese, vraie avec la probabilité p, vous
gagnez une fois sur deux, donc avec une
probabilité p/2. Si R est supérieur a N,
situation de probabilité g, vous gagnez
encore une fois sur deux, doncavecla pro-
babilité 7/2. Mais si R tombe entre les deux
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nombres inscrits (N; < R < N,), situation
qui se produit avec une probabilité stric-
tement positive égale a 1 - p —g (la distri-
bution gaussienne attribue une probabilité
positive a tout intervalle), alors vous
gagnez a chaque fois, c’est-a-dire avec la
probabilité 1 -p —g.

Au total, en prenant en compte les
trois situations possibles pour le nombre R
choisi, vous gagnez avec la probabilité
p/2+q/2+1-p-4q.0r cette probabilité,
qui s’écrit aussi 1/2 + (1 -p-4)/2, est
supérieurea 1/2, puisque 1 - p - est posi-
tif. Par exemple, siles deux nombres cachés
sont 1 et , la loi gaussienne donne p égal
aenviron 0,8413 et q égal a environ 0,0008;
il s’ensuit qu’avec la stratégie indiquée, la
probabilité de sélectionner le plus grand des
deuxnombres est supérieure a 57 pour cent.

Bien sfir, si la personne qui écrit les
nombres sait que vous utilisez la stratégie
gaussienne, elle peut, en choisissant des
nombres N, et N, tres proches, ramener
votre probabilité de gagner au plus pres
de1/2.Siellen’est pas completement libre
de choisir n'importe quels nombres, mais
est obligée par exemple de prendre des
entiers compris entre 1 et 100, alors il lui
seraimpossible de rendre votre probabilité
de gagner arbitrairement proche de 1/2.

Récurrence arebours

Au lieu de ne disposer, comme précé-
demment, d’aucune information préalable
sur les valeurs impliquées, on peut avoir
une information compléte sur les proba-
bilités et les valeurs exactes de toutes les
observations potentielles futures. Consi-
dérons unjeu consistant a lancer au maxi-
mum cinq fois un dé a six faces. Vous
pouvez vous arréter quand vous voulez
etrecevoir alors comme récompense autant
deKrugerrands (pieces d’or sud-africaines,
dontla valeur actuelle avoisine 750 euros)
que de points affichés par le dé au moment
ol vous vous arrétez.

Contrairement aux problemes de
mariage sans information, ici tout est connu.
Les résultats possibles de chaque lancer
sont 1,2,3,4,5 et 6, et la probabilité de
chacun a chaque lancer est d'un sixiéme.
Ils’agit de trouver la regle d"arrét qui maxi-
mise le nombre de Krugerrands que 1'on
peut espérer gagner en moyenne.

Si vous vous arrétez toujours au pre-
mier lancer, par exemple, le gain sera sim-
plement]'espérance mathématique d"une
variable aléatoire qui prend les valeurs 1,
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2,3,4,5 ou 6 avec une probabilité 1/6 pour
chacune. En d’autres termes, une fois sur
six vous gagnerez un Krugerrand, une fois
sur six vous en gagnerez deux, etc., ce
qui donne I'espérance mathématique:
1(1/6) +2(1/6) +3(1/6)

+4(1/6) +5(1/6) +6(1/6)=7/2.

Ainsi, si vous vous arrétez toujours au
premier lancer, vous gagnerez 3,5 Kru-
gerrands en moyenne. Bien sfir, il n’est pas
optimal de s’arréter au premier lancer
s'il donne un 1, et il est toujours optimal
de s’arréter s’il donne un 6. Mais faut-il
s’arréter si I'on a obtenu un 5 au premier
lancer? Une méthode générale puissante
pour résoudre ce type de probléeme est la
«récurrence a rebours ».

Il est évidemment optimal de s’arré-
ter au premier lancer si la valeur affichée
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@ Retourner 37 cartes sans s’arréter et repérer le nombre le plus élevé
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@ Continuer a retourner des cartes en s'arrétant
dés que I'on tombe sur un « record »

2.S'ILFAUTTROUVER le plus grand nombre parmi 100 écrits sur des cartes retournées, une bonne
stratégie est de retourner d’abord 37 cartes, puis de continuer et de s’arréter sur le premier
nombre supérieur a ceux déja vus. On démontre que I'on gagne ainsi dans 37 pour cent des cas.
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par le dé est supérieure a celle attendue
dans le cas ot vous continuez a lancer le
déapres avoir rejeté le premier lancer. Cela
vous placerait dans unnouveau jeu ol vous
n’‘avez droit qu’a quatre lancers, dont I'es-
pérance mathématique est également incon-
nue au départ. La stratégie optimale dans
un probleme a quatre lancers, a son tour,
estdes’arréter au premier lancer sila valeur
obtenue est supérieure au gain espéré en
continuant avec un probleme a trois lan-
cers, et ainsi de suite. On aboutit au pro-
bléme a un lancer, pour lequeliln’y a qu'une
stratégie, a savoir s'arréter, etla récompense
attendue est1'espérance mathématique d'un
unique lancer de dé, dont nous avons vu
qu’elle vaut 3,5 (voir la figure 6).

Cette information nous donne a son
tour la stratégie optimale d"un probleme
a deux lancers: s’arréter au premier lan-
cer sila valeur est supérieure a ce que vous
espérez gagner en continuant, c’est-a-dire
supérieure a 3,5. Nous connaissons donc
maintenant la stratégie optimale pour un

(1) Retourner deux cartes -
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probleme a deux lancers (s’arréter au
premier lancer si c’est un 4, un 5 ou un 6,
continuer sinon) et cela permet de calcu-
ler la récompense espérée.

Dans un probléeme a deux lancers, on
gagne 4,5 ou 6 au premier lancer avec une
probabilité de 1/6 chacun, et]’on s’arréte.
Sinon (quand le premier lancer est un 1,
un 2 ou un 3, situation qui se produit une
fois sur deux), on continue, auquel cas
ons'attend a gagner 3,5 en moyenne. Ainsi,
larécompense attendue pour le probléeme
a deux lancers est:
4(1/6)+5(1/6)+6(1/6)+(1/2)(3,5)=4,25.

Stratégie optimale

Cela fournit maintenant la stratégie opti-
male pour un probléme a trois lancers, a
savoir s'arréter si le premier lancer est un
5 ou un 6 (c’est-a-dire supérieur a 4,25),
et sinon continuer et ne s'arréter que sile
second lancer est un 4, 5 ou 6, et dans le
cas contraire poursuivre avec un troisieme

(3) Retourner une quatrieme carte et s'arréter seulement si cest un « record »

.| -39 1/%\\\

(@) Continuer de retourner les cartes et s'arréter seulement
si 'on tombe sur 'un des deux plus grands nombres obtenus jusque-la
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3.S'ILS’AGIT DE S’ARRETER dés l'obtention d'une des k meilleures valeurs, on peutla aussiaug-
menter ses chances. Dans un scénario ou I'on désire obtenir un des deux meilleurs choix sur
sept, on peut gagner deux fois sur trois avec la stratégie indiquée.

28 Mathématiques

— O

et dernier lancer. La connaissance de cette
récompense attendue pour trois lancers
donne a son tour la stratégie optimale pour
un probleme a quatre lancers: ne s’arré-
ter au premier lancer que s'il donne un 5
ou un 6, s’arréter au second lancer si ¢’est
un 5 ou un 6, au troisieme si ¢’est un 5 ou
un 6, au quatriéme si c’est un 4, un 5 ou
un 6, et sinon aller jusqu’au lancer final.
Cette stratégie garantit que vous gagne-
rez 5,12 Krugerrands en moyenne, et
aucune stratégie n’est meilleure.

Laméthode de la récurrence a rebours
est polyvalente, et fonctionne aussi bien
lorsque les valeurs du processus ne sont
pas indépendantes (comme elles sont sup-
poséesI'étre lorsqu’on lance plusieurs fois
le dé), ous'il s’agit de minimiser une espé-
rance mathématique telle que le cott.

Supposons qu’une entreprise doive
acheter son approvisionnement hebdo-
madaire en énergie le lundi, mardi ou mer-
credi précédent et que la probabilité des
prix a venir puisse étre estimée sur la
base de statistiques passées. Par exemple,
silelundil’acheteur al’occasion de payer
I'énergie pour la semaine suivante a un
prixde 100, il peut savoir d'expérience qu'il
yaune probabilité 1/2 pour que le prixdu
mardi soit 110, et 90 sinon. De plus, il sait
que si le prix est égal a 110 le mardj, alors
le prix sera de 115 le mercredi avec une pro-
babilité égale a 1/3, et de 100 autrement;
et que s'il vaut 90 le mardi, il a autant de
chances de valoir 100 que 85 le mercredi.

Par récurrence a rebours, on voit que
la regle optimale pour le mardji est de ne
pas acheter si le prix est de 110, puisque
110 est supérieur a I'espérance mathéma-
tique du prix s'il attend mercredi pour
acheter, espérance égale a:

(1/3)(115) +(2/3)(100) = 105.

De la méme fagon, si le prix mardi est
de 90, il est optimal d’acheter. En remon-
tantjusqu’au lundi, puisque 100 est supé-
rieur a l'espérance de prix s'il continue (a
savoir (1/2)(105) + (1/2)(90) = 97,5), il est
optimal de ne pas acheter le lundi. Ces él¢é-
ments réunis constituent la stratégie opti-
male d’arrét.

Dans le cas oti I'information est com-
pléte, avec pour objectif de s’arréter sur
I"une des k plus grandes valeurs, on igno-
rait quelles étaient les meilleures proba-
bilités possibles de gagner pour des
séquences finies générales de variables
aléatoires indépendantes. En utilisant a
la fois la récurrence normale et celle a
rebours, et une classe de distributions
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statistiques nommées pyramides de Ber-
noulli, Douglas Kennedy, de 1'Université
de Cambridge, et moi avons découvert ces
probabilités optimales. Nous avons prouvé
vers 1992 que pour toute séquence finie de
variables aléatoires indépendantes, il y a
toujours une regle d’arrét qui tombe sur
la valeur la plus élevée avec une probabi-
lité au moins égale a 1/e¢, et une regle
d’arrét qui tombe sur1'une des deux valeurs
les plus élevées avec une probabilité au
moins égalea (1+ V2) exp (-V/2), soit envi-
ron 0,59 - c’est le mieux que l'on puisse
faire. Les probabilités de s’arréter surl'une
des k valeurs les plus élevées ont des for-
mules similaires.

Notons que les ordinateurs n’ont été
d’aucune aide pour résoudre ce probléme.
En fait, tous les problemes décrits dans cet
article ont été résolus en utilisant des outils
mathématiques classiques, en travaillant
exemple apres exemple avec du papier
etun crayon; enrésolvant le cas avec deux,
trois, puis quatre inconnues; en cherchant
desrégularités; en attendant que viennent
desidées lumineuses; enfin, en cherchant
a démontrer formellement chaque étape.

Quand l'information
n'est que partielle

Le cas o1 I'information n’est que partielle
est le plus difficile. D’ordinaire, on ne sait
pas d’avance combien de candidatsil y aura
a un emploi donné, ni les probabilités des
valeurs futures des actions en Bourse. Dans
ces situations, une méthode de résolution
consiste a utiliser les outils de la théorie des
jeux. Le probleme de I'arrét peut y étre envi-
sagé comme celui d’un décideur jouant
contre un adversaire qui peut fixer les
valeurs et les probabilités a sa guise.

Ulrich Krengel, de]'Université de Got-
tingen, et moi-méme avons utilisé cette
technique pour découvrir la stratégie opti-
male dans le probleme dit du mariage,
ou seule une borne supérieure au nombre
de candidats est connue.

Atitre d’exemple concret, considérons
le probleme consistant a sélectionner le
plus grand nombre dans un chapeau conte-
nant au moins une, et au plus cing, cartes
numérotées (si vous ne vous arrétez pas
et qu'il ne reste aucune carte, vous avez
perdu). Nous avons démontré que la stra-
tégie optimale dans ce cas est de s’arréter
ala premiere carte avec la probabilité 26,/75.
Si vous ne vous arrétez pas a la premiere
carte, alors vous continuez jusqu’a la
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deuxiéme carte, s'il y ena une. Silenombre
de la deuxiéme carte est supérieur a celui
de la premiere, arrétez-vous avec la pro-
babilité 26/49. Sinon, continuez, en vous
arrétant au premier record (ou lorsque vous
avez épuisé vos cartes ou que vous étes
forcé de choisir lenombre de la cinquieme
carte). Cela garantit une probabilité de
26/75 de s’arréter sur le nombre le plus
élevé, quel que soit le nombre (entre un et
cinq) de cartes déposées dans le chapeau.

Il n’existe pas de meilleure stratégie.
Nous avons trouvé les formules exactes
pour toutes les limites possibles sur le
nombre maximum de cartes, et les pro-
babilités de gagner sont étonnamment éle-
vées. Par exemple, si vous savez seulement
qu’il y a entre 1 et 100 cartes dans le cha-
peau, il est encore possible de gagner envi-
ron une fois sur cing. On peut utiliser
exactement la méme méthode pour obte-
nir les regles d’arrét optimal dans de nom-
breux problémes de la vie courante, par
exemple quand un employeur veut
embaucher le meilleur vendeur sur le mar-
ché, connait le nombre maximum de can-
didats au poste, mais ignore combien
d’entre eux ont déja accepté une autre offre.

Dans un autre type de probléme d’ar-
rétimpliquant une information partielle,
I’observateur connait exactement la lon-
gueur de la séquence (par exemple le
nombre de cartes), mais il ne dispose
que d’une information partielle sur les
valeurs (aléatoires) écrites sur les cartes.
Aulieu den’avoir aucune information du
tout, ou de connaitre toutes les valeurs
et probabilités possibles, il pourrait ne
connaitre que la valeur moyenne et 1'écart
type de chaque variable aléatoire. Dans
le cas o1 les variables sont indépendantes,
Frans Boshuizen, de 1'Université libre
d’Amsterdam, et moi-méme avons réussi
a déterminer les régles d’arrét optimal,
mais les techniques que nous avons uti-
lisées, issues notamment de la théorie des
jeux, échouent dans la plupart des autres
problemes d’arrét a information partielle.

Bien que de nombreux problemes
d’arrét aient été résolus, il subsiste des
problemes tres simples qui, de maniere
trés frustrante, restent non résolus, méme
parmi ceux qui font intervenir une infor-
mation compléte. Mon préféré est le
suivant. Vous tirez a pile ou face avec une
piece non truquée, en vous arrétant
quand vous voulez. La récompense est
le nombre moyen de faces obtenues
(nombre de faces divisé par le nombre

— O
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Produire un nombre aléatoire R,
selon une distribution gaussienne

P(R>N2)=q

Retourner une carte
@et lire le nombre X
qui y est inscrit

Tom Dunne and Stephanie Freese

PLX;NZ et EP[N1<R<N2] PIF?X;N1 eE’
< 1]_35 :1_P_q > 2]_3
Ng 11N
*.2 X 2/1

Ne retourner la seconde carte
que si le nombre aléatoire R
choisi est supérieur a X

®

4. MEME LORSQU'IL S'AGIT DE CHOISIR entre
deux cartes seulement, on peut réussir plus
d’un coup sur deux. Il faut pour cela disposer
d’un moyen de produire des nombres aléa-
toires R, tirés selon une loi continue, par exemple
la loi gaussienne (loi en forme de cloche). N,
et N, désignent ici les nombres portés par les
deux cartes; X est le nombre porté par la pre-
miére carte retournée; I'écriture P (R< N, ) =p,
par exemple, signifie que la probabilité que R
soit inférieur a N, est égale a p.
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RESULTATS DES TIRAGES A PILE OU FACE

de lancers) au moment ol vous vous arré-
tez (voir la figure 5).

Si votre premier lancer est une face et
que vous vous arrétez, votre récompense
est ainsi de un Krugerrand. Puisque vous
ne pourrez jamais avoir plus de 100 pour
cent de faces, il est optimal de s'arréter dans
ce cas. Si, en revanche, le premier lancer
tombe sur le coté pile, il est préférable de
ne pass’arréter tout de suite, puisque votre
récompense serait nulle. Supposez que le
premier tirage soit pile, et le second face.
Vous pouvez vous arréter la et recevoir un
demi-Krugerrand, oubien continuer a tirer.
Un peu de réflexion montre qu'il nestjamais
optimal de s’arréter avec un demi-Kru-
gerrand ou moins. En effet, en vertu de la
loi des grands nombres, plus le nombre
de lancers est grand, plus la proportion de
faces s’approche de 50 pour cent, en oscil-
lant aléatoirement au-dessus et au-dessous
de cette valeur. S'arréter a 50 pour centn’est
tout simplement pas assez ambitieux.

Avec un peu plus de difficulté, on
montre que s'arréter au troisieme tirage
apres pile-face-face est optimal, et que s'ar-
réter la premiere fois qu'on observe plus
de faces que de piles est optimal pendant
un certain temps. Mais s'arréter la premiere
fois que vous avez davantage de faces
que de piles ne reste pas éternellement opti-
mal. Aubout d"un certain temps, on devrait
s’arréter seulement sil'on a deux faces de
plus que de piles, puis aprés un deuxieéme
temps critique, s’arréter seulement sil’on
a trois faces d’avance, et ainsi de suite.
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6. ON CONSIDERE LE JEU consistant 2 lancer
N fois (N < 6) au plus un dé 2 six faces, en s'ar-
rétant quand on veut. On gagne un nombre de
piéces égal a ce qu'indique le dernier lancer. Pour
N fixé, la stratégie optimale consiste a s’arré-
ter au premier lancer s'il donne I'un des résul-
tats indiqués, et sinon d’effectuer un nouveau
lanceretd’appliquer la stratégie correspondant
a N — 1 lancers (récurrence a rebours).
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5. QUAND CONVIENT-IL D’ARRETER une séquence de tirages a pile

ou face pour maximiser le nombre moyen de faces obtenues ? Cette ques-
tion d’une simplicité trompeuse reste un probléme non résolu. Il est
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certain qu'il ne faut pas s’arréter s'il n'y a pas une majorité absolue de
faces. Mais quelle proportion de faces faut-il viser ? On ne le sait pas exac-
tement.

La démonstration de ce fait n’est pas
aisée, et la liste complete des temps cri-
tiques n’est pas connue. La récurrence a
rebours ne fonctionne pas pour ce pro-
bleme puisqu'il n'y a a priori pas de fin a
la séquence et donc pas de temps futur a
partir duquel on puisse raisonner a recu-
lons. Malgré des avancées trés récentes de
Wolfgang Stadje, de 'Université d’Osna-
briick, en Allemagne, la regle optimale
exacte pour toutes les séquences de faces
et de piles est inconnue.

Néanmoins, le domaine général del'ar-
rét optimal, en particulier avec ses applica-
tions aux marchés financiers, continue a se
développer a vive allure. En fait, certains
spécialistes trouvent que ce rythme a été
trop rapide et que les modéles informatiques
de I'évaluation des options financiéres et
des produits dérivés sontal origine del’ac-
tuelle crise économique. Mais ce n’est pas
la théorie qui est en cause. Comme d’autres,
jenattribue la responsabilité a la confiance
aveugle des décideurs dans les prédic-
tions des modeles informatiques. En fait, de
nouvelles idées et découvertes en matiere
d’arrét optimal, y compris de meilleures esti-
mations du risque que les modeéles mathé-
matiques soient erronés, sont exactement ce
dont nous avons besoin — non seulement
comme guide pour savoir quand mettre
finaux subventions, par exemple, mais aussi
pour faire face a de nombreux autres pro-
blemes cruciaux, notamment quand arré-
ter d’utiliser des combustibles fossiles ou
de stocker des armes nucléaires. [

Pour la Science - n° 381 - Juillet 2009




